ZMIENNE LOSOWE

Pojecie zmiennej losowej

Niech {Q, S, P} bedzie przestrzenig probabilistyczng
zwigzang z pewnym doswiadczeniem.

Definicja. Zmienng losowg nazywamy funkcje okre§long na
przestrzeni zdarzen elementarnych Q i przyjmujacg wartosci
rzeczywiste:

X:Q >R
taka, ze

/}{{co:X(o))<x}eS,

czyli dla kazdej liczby rzeczywistej x zbidr zdarzen
elementarnych o, dla ktorych spetniona jest nierownos¢
X(w) <x jest zdarzeniem.
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Uwaga. Dla dyskretnej przestrzeni zdarzen elementarnych
kazda funkcja X : Q — R jest zmienng losowa.

Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienng losowa
wartosci z danego zbioru.
Prawdopodobiefistwo P(X € A) przyjecia przez zmienng
losowa X wartosci ze zbioru A, gdzie A< R , okreslamy
nastepujaco:

P(XeA)=P{o: X(w)e A4}),

czyli jest to prawdopodobienstwo zdarzenia sktadajacego si¢
z tych zdarzen elementarnych o, dla ktérych wartosci X(w)
wpadaja do zbioru A.

Przyktad. Rzut kostka do gry
Przestrzen zdarzen elementarnych:

Q={o, 0y, 03, 0y, 05, O} ,
gdzie ®; oznacza wyrzucenie i-tej liczby oczek.
Przyktady zmiennych losowych:

“ X —przyporzadkowanie zdarzeniu elementarnemu o,
liczby wyrzuconych oczek:

X(w;)=i, dlai=12,..,6.
< ¥ — zmienna okre$lona nastgpujaco:

Y(o))=Y(0,)=1, Y(03)=Y(0,)=Y(0s)=Y(0s)=—-1.

PY =5)=P(05}) =, PV =1)=
PR2<X<)5)= P(Y<2)=
P(X >3)=
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Dystrybuanta zmiennej losowej
Definicja. Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy
funkcje rzeczywista zmiennej rzeczywistej, okreslong
wzorem

F(x)=P(X<x)=P{o: X(0)<x}).

Twierdzenie. Funkcja  F(x) jest dystrybuanta pewnej
zmiennej losowej wtedy i tylko wtedy, gdy

1° F(x) jest niemalejaca,

2° lim F(x)=0, lim F(x)=1,

X—>—00 X—>+00
3° F(x) jest lewostronnie ciagla, tzn. F(x,)=F(x,) , gdzie
F(x,)= lim F(x).

X=X,

Uwaga. Przy pomocy dystrybuanty mozna okresli¢
prawdopodobienstwa przyjmowania przez zmienng losowg
warto$ci z okreslonych przedziatow, np.:

/1) P(a<X <b)=F(b)-F(a) ,\
2) P(X=x,)=F(x;)-F(x,),
3) P(X<x,)=F(x;),

4) P(X>x,)=1-F(x)).

/
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Zmienne losowe typu skokowego
(dyskretnego)
Mowimy, ze zmienna losowa X jest typu skokowego

(dyskretnego), jezeli istnieje skonczony albo przeliczalny
zbior W ={x,,x,,...,x, ,...} jej wartoSci taki, ze:

1° P(X=x,)=p,>0, x;eWw,
2° > pi=1.

Réwnos¢ z warunku 2° nosi nazwe warunku unormowania,
liczby x, € W nazywa si¢ punktami skokowymi zmiennej X,
za$ prawdopodobienstwa p, — skokami tej zmienne;.

Funkcj¢ p okreslong na zbiorze W rownoscia
p(x)=P(X=x)=p;, x;eW
albo tablicg

X;

p| P
1 spelniajaca warunek unormowania nazywamy funkcjg
rozktadu — prawdopodobienstwa  (krotko: rozktadem
prawdopodobienstwa, funkcjq prawdopodobienstwa)
zmiennej losowej X.

n

xl‘xz‘...‘x
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Wykres funkcji rozktadu

Histogram funkcji rozktadu
prawdopodobienstwa

prawdopodobienstwa

Dystrybuanta zmiennej losowej skokowej

Gdy dana jest funkcja prawdopodobienstwa zmiennej
losowej skokowej X, to prawdopodobienstwo przyjecia przez
ta zmienng warto$ci ze zbioru A4 jest okreslone rownoscia:

P(Xed)=) p;.

x;€Ad

Dla zmiennej losowej skokowej dystrybuanta wyraza si¢
wzorem:

F(x)= Zpi'

X; <X
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Przyklad S1. Rzut kostka do gry
Przestrzen zdarzen elementarnych:

Q={o, 0, 03, 0y, O5, O} ,
gdzie ®; oznacza wyrzucenie i-tej liczby oczek.
Zmienng losowa X okre§lmy w sposdb nastepujacy:

X (o) =X(0;)=-1, X(0,)=0,

X (o) =X(05)=X(0s)=2.
Dla tak okres$lonej zmiennej losowej X wyznaczy¢:
1) funkcje prawdopodobienstwa oraz jej histogram,
2) dystrybuante 1 jej wykres

3) P(X<L5), P(0<X<3),P(X=2), P(X=-0,5),
wykorzystujac:

a) funkcje prawdopodobienstwa,  b) dystrybuanteg.

Zmienne losowe typu ciggtego

Zmienng losowq typu cigglego nazywamy taka zmienng
losowa X, dla ktérej istnieje nieujemna funkcja f taka, ze
dystrybuante F' tej zmiennej mozna przedstawi¢ w postaci:

F(x)=j|£f(t)dt, dla xeR.

Funkcje f nazywamy gestoscig (rozktadu) prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej X, a jej wykres — krzywqg gestosci.

Mowimy, ze dany jest rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X typu ciaglego, jezeli dana jest
dystrybuanta F' lub gestos$¢ f.
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Wilasnos$ci zmiennej losowej ciaglej
Jezeli ggstos¢ f jest funkcjg ciggla w punkcie x, to:
1° F'(x)= f(x),

+
o _ — jest to warunek na to aby nieujemna
2 I =1, funkcja f* byla gestosciag pewnego rozktadu
—0o0

3 A P(X=x,)=0,

x,€R

b
4° Pa<X<b)=F(b)-F(a)=| f(x)dx.

Przyktad C1. Wyznaczy¢ stalg c, tak aby funkcja:

2
cx—x", dla 0<x<l1
J(x)=
0, dla pozostalych x

byla gestoscig rozktadu pewnej zmiennej losowej X typu
cigglego, a nastepnie:

1) znalez¢ dystrybuante tej zmiennej losowe;,

2) obliczyé P(-1< X <0,5).
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Wazniejsze charakterystyki liczbowe
zmiennych losowych

Definicja. Wartosciq oczekiwang (przecietng, sredniq)
zmiennej losowej X nazywamy:

> xp; — dla zmiennej skokowej

EX: +fJO
[xf(x)dx — dla zmiennej ciaglej

—00

Warto$¢ oczekiwana jest najbardziej prawdopodobng
warto$cig danej zmiennej losowe;.

Definicja. Wariancjg zmiennej losowej X nazywamy:

> (x; —EX)’ p; — dla zmiennej skokowej

1

D*X =1 4o
I (x—EX)? f(x)dx —dla zmiennej ciagle]

—00

Definicja. Odchyleniem standardowym zmiennej losowej X

nazywamy
o=+ D*X .

Wariancja oraz odchylenie standardowe sg miarami rozrzutu
wartosci danej zmiennej losowej od warto$ci oczekiwane;.
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Wilasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji
Dla dowolnych zmiennych losowych X 1 ¥ mamy:
1° E(a)=a, a=const,

2° E(aX)=aE(X),

3° E(X+Y)=E(X)+E(Y),

4° Dz(a) =0, a=const,

5° D*(aX)=a’D*(X),

6° D*(X +Y)=D*(X)+D*(Y), gdyzmienneX iY
sg niezalezne,

7° D*X =E (X 2) - (EX )2 . Wzor ten jest czesto wykorzystywany

do obliczania warto$ci wariancji

Definicja. Mediang zmiennej losowej X nazywamy taka
liczbe x,,,, ze spetnione sg warunki:

P(XSxme)Z; 1 P(Xmee)Z;.

Uwaga. Dla ciaglej zmiennej losowej o dystrybuancie F,
mamy |

Fxne) =7

Definicja. Modg (dominantg) zmiennej losowej X nazywamy:

a) w przypadku zmiennej losowej skokowej — wartos¢, ktorej
odpowiada najwigksze prawdopodobienstwo,

b) w przypadku zmiennej losowej ciagltej — wartos¢, dla
ktorej gestos¢ przyjmuje maksimum lokalne.
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