WERYFIKACJA HIPOTEZ

Pojecia wstepne

Hipotezqg statystyczng mnazywamy dowolne przypuszczenie o
rozktadzie danej cechy w populacji.

Przyktadami hipotez statystycznych sg stwierdzenia:

1) $redniomiesi¢czny przebieg prywatnych samochodow w
pewnej miejscowosci ma rozklad normalny N(240, 40) (w km.)

2) $redni wzrost Polakow jest taki sam jak $redni wzrost Rosjan.

Postgpowanie oparte na informacji zawartej w probce
pozwalajace zaakceptowa¢ lub odrzuci¢ postawiong hipoteze
nazywamy weryfikacjq hipotez statystycznych.

Testem statystycznym nazywamy zmienng losowa, ktora stuzy do
weryfikowania hipotezy statystyczne;.

Hipoteze¢ okreslajaca nieznane parametry rozktadu danej cechy
populacji nazywamy /ipotezqg parametryczng, a test stuzacy do jej
weryfikacji — testem parametrycznym.




Gléwng hipotezg, ktora chcemy zweryfikowa¢ nazywamy

hipotezg zerowq 1 oznaczamy H,, , natomiast hipotez¢ przeciwng

do hipotezy zerowej nazywamy fipotezqg alternatywng 1

oznaczamy H,.

W wyniku weryfikacji hipotezy statystycznej mozemy popetnié

btedy dwojakiego rodzaju:

* blad pierwszego (I) rodzaju — odrzucenie hipotezy zerowej, gdy
jest ona prawdziwa,

* btad drugiego (II) rodzaju — przyjecie hipotezy zerowej, gdy
jest ona fatszywa.

Test stluzacy do zweryfikowania hipotezy zerowej polegajacy

wylacznie na jej odrzuceniu lub stwierdzeniu braku podstaw do

jej odrzucenia nazywamy testem istotnosci. Uwzglednia on w

sposob bezposredni jedynie prawdopodobienstwo biedu I rodzaju.

Prawdopodobienstwo popelnienia biedu I rodzaju oznaczamy

przez o i nazywamy poziomem istotnosci.

Jezeli wybrany zostal okreslony test (w rozumieniu zmiennej
losowej), to w zbiorze wszystkich mozliwych wartosci tego testu
mozna wyrdzni¢ tzw. obszar krytyczny testu (bedziemy go
oznacza¢ przez W) zawierajacy te wartosci, dla ktérych hipoteza
zerowa jest odrzucana. Jezeli natomiast zaobserwowana warto$¢
testu znajdzie si¢ poza obszarem krytycznym, oznacza to, ze brak
jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

W zaleznosci od postaci hipotezy obszar krytyczny moze byc¢:
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Schemat weryfikacji hipotez:

1) formutujemy hipoteze zerowa oraz alternatywna,

2) wybieramy odpowiedni test (statystyke),

3) obliczamy warto$¢ zaobserwowang testu na podstawie probki,
4) ustalamy poziom istotnosci (zwykle o = 0,05 lub a = 0,01),
5) wyznaczamy obszar krytyczny W,

6) sprawdzamy, czy warto$¢ zaobserwowana testu nalezy do
obszaru krytycznego, jezeli tak, to hipotez¢ H, odrzucamy, jezeli
nie, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej H, (ani
przyjecia hipotezy alternatywnej).

Parametryczne testy istotnosci




Testy dla wartosci sredniej
Model I. Zalozenia:

1) cecha X elementdéw populacji generalnej ma rozktad
normalny N(u,o),

2) odchylenie standardowe o jest znane przed pobraniem
probki,

3) n-liczno$¢ probki dowolna.

Weryfikujemy hipoteze:
H,: u=p,
Hl : Cl) HF U,
b) u>up,
c) U<H,

Do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke (test):

U = @\/ﬁ
c
Obliczamy realizacj¢ tej statystyki dla aktualnie
zaobserwowanej probki:

x_
u, =27
c
Wyznaczamy obszar krytyczny dla zadanego poziomu
istotnosci:

a) W=(-ow, —u yolu |, +o),

-—a I—a
2

b) W=<u1_a , +0) ,

c) W:(—oo, —ul_a>,




gdzie:

o — poziom istotnosci

U o Uy~ kwantyle odpowiednio rzedu 1— éoc oraz 1-a
2(X

zmiennej losowej U o rozkladzie N(0,1)

Jezeli u,eW , to (na poziomie istotnosci o) hipoteze H,
odrzucamy i przyjmujemy alternatywna.

Jezeli u, ¢ W, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,

(co nie oznacza, ze jest ona prawdziwa).

Model II. Zalozenia:

1) cecha X elementdéw populacji generalnej ma rozktad
normalny N(u,o),

2) odchylenie standardowe o nie jest znane,

3) n-licznos¢ probki dowolna.

Weryfikujemy hipoteze:
H,: H=HU,
Hl : Cl) U7,
b) p>p,

¢) H<H,




Do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke (test):

T=X;H0 Vn—1

Obliczamy realizacje tej statystyki dla  aktualnie
zaobserwowanej probki:

X —
t,= N
s
Wyznaczamy obszar krytyczny dla zadanego poziomu
istotnosci:
a) W=(-w, —t ] >u<t | » +),
n-1, I—EOL n—1, I—EOL

b) W={(t, 14>+,
c) W:(—oo, _tn—l,l—a>’

gdzie:

o — poziom istotnosci,

o 1
tn—l,l—%a > In11-a — kwantyle odpowiednio rzedu 1— Eoc oraz 1 —a

zmiennej losowej 7' o rozktadzie 7-studenta

z n-1 stopniami swobody.

Jezeli ¢ ,EW , to (na poziomie istotnosci o) hipoteze H,
odrzucamy i przyjmujemy alternatywna.

Jezeli ¢, ¢ W, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,
(co nie oznacza, ze jest ona prawdziwa).




Model III. Zalozenia:

1) cecha X elementow populacji generalnej ma dowolny
rozklad,

2) odchylenie standardowe o cechy X nie jest znane,

3) n-liczno$¢ probki duza (n > 30).

W tym przypadku postepujemy tak jak w modelu I, przy
czym w miejsce nieznanego odchylenia standardowego o
podstawiamy S lub (co bardziej wtasciwe) S .

Przyktad. W wyniku pracy paczkowarki otrzymujemy
paczki, ktorych $rednia masa powinna wynosi¢ 500g. Co 8
godzin pracownik kontroli jako$ci podejmuje decyzjg, czy
paczkowarka wymaga regulacji. Stawiajac si¢ w roli
pracownika kontroli zdecydujmy, czy potrzebna jest
regulacja w przypadku zaobserwowania nastgpujacej probki
(gramach):

508, 503, 497, 506, 509, 507, 495, 504, 496, 505.

Jako poziom istotnosci przyjmujemy o = 0,05 1 zaktadamy,
ze rozktad masy produkowanych paczek jest normalny.




Testy dla dwéch srednich

Testy te sprawdzaja hipoteze o rownosci $rednich (wartosci
oczekiwanych) w dwoch populacjach.

Model 1. Zalozenia:

1) badana cecha X w obu populacjach ma rozktad normalny
Myy,0y) 1 My,,0,),

2) odchylenia standardowe sg znane,

3) licznos$ci probek n, 1 n, dowolne.

Weryfikujemy hipotezg:

H,:  wy=n
Hy:oa) p#p
b) > py
) Hy <M

Do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke (test):

XI_XZ

2 2
(o} (o)
51,92

U =
nmom
Po obliczeniu realizacji u, tej statystyki dla aktualnie

zaobserwowanej probki wyznaczamy obszar krytyczny dla
zadanego poziomu istotnosci:




gdzie:
o — poziom istotno$ci

u , u,_, —kwantyle odpowiednio rzedu 1-— ;oc oraz 1-a

l—loa
2

zmiennej losowej U o rozkladzie N(0,1)
Jezeli u,eW , to (na poziomie istotnosci o) hipoteze H,
odrzucamy i przyjmujemy alternatywna.

Jezeli u, ¢ W, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,

(co nie oznacza, ze jest ona prawdziwa).

Model II. Zalozenia:

1) badana cecha X w obu populacjach ma rozktad normalny
N, ,0) 1 N(,,0,),

2) odchylenia standardowe sg nieznane, ale wiadomo, ze sg
rowne: 6, = G,,

3) licznos$ci probek n, 1 n, dowolne.

Weryfikujemy hipoteze:
H,:  m=p
Hy:a) py#p,

b) py>p,y

) Hy <Hp




Do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke (test):
X - X,

n S +ny S3 1,1
n1+n2_2 n n,

Po obliczeniu realizacji #, tej statystyki dla aktualnie
zaobserwowanej probki wyznaczamy obszar krytyczny dla

zadanego poziomu istotnosci:

T =

a) W=(-w, —t 1 >U<t |, to),
m +ﬂ2—2, I—E(X m +n2—2, I—E(X

b) W :< tn1+n2—2, g » +0) ,

C) W:(_OO’ _tn1+n2—2,1—(x> >

gdzie:
o — poziom istotnosci,

{ > In+ny-2,1-0 — kwantyle odpowiednio rzedu 1— ;oc

n1+n2—2,1—%0c
oraz 1 —a zmiennej losowej T o rozkladzie T-studenta

z n +n,—2 stopniami swobody.

Jezeli t,eW , to (na poziomie istotnosci o) hipoteze H,

odrzucamy 1 przyjmujemy alternatywna.

Jezeli ¢, ¢ W, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,

(co nie oznacza, ze jest ona prawdziwa).
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Model III. Zatozenia:
1) badana cecha w obu populacjach ma dowolne rozktady,
2) odchylenia standardowe nie sg znane,

3) licznosci probek duze (n; 230 1 n, >230).

Weryfikacja hipotezy zerowej przebiega analogicznie, jak w
modelu I, przy czym w miejsce nieznanych odchylen
standardowych o, i o, podstawiamy S, 1S, (lub §;i5,)

Przyktad. W celu sprawdzenia hipotezy, ze zastosowanie nowego
materiatu zwigksza zywotno$¢ pewnej czgsci tracej maszyny, zbadano na
dwoch probkach zywotnos$¢ tej czesci wyprodukowanej ze starego i

nowego materiatu i otrzymano wyniki:

Zywotno$¢ czesci Liczba sztuk czesci
[w tyg] (1) — stary material | (2) — nowy materiat
4-6 5 4
6-8 15 10
8—-10 40 56
10-12 20 30
12-14 10 20
Suma: 90 120

Przyjmujac poziom istotnosci o = 0,1 sprawdzi¢ wysuni¢ta
hipoteze.
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Testy dla wariancji

Model 1. Zalozenia:

1) cecha X elementoéw populacji generalnej ma rozktad
normalny N(u,o),

2) parametry | oraz G nie sg znane,

3) licznos¢ probki n < 30.

Weryfikujemy hipoteze:
H : o =o
H : a) ¢’ #G.

b) 6> >c’

¢) 6’ <o

Do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke (test):

2
)
2
c

o

Po obliczeniu realizacji xi tej statystyki dla aktualnie
zaobserwowanej probki wyznaczamy obszar krytyczny dla
zadanego poziomu istotnosci o

a) W=(0, Xi-1,1a>u<x2 ., +0),

n-1,1-—a
2 2

b) W:<X«i—l,l—a > +oo) >

C) W:(09 Xi—l,a>’

Xi,r — kwantyl rzedu » zmiennej losowej o rozktadzie
chi-kwadrat z & stopniami swobody (jego warto$¢
odczytujemy z tablic).
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Model I1. Zalozenia:

1) cecha X elementoéw populacji generalnej ma rozktad
normalny N(u,o),

2) parametry | oraz G nie s3 znane,
3) n-liczno$¢ probki duza (n > 30).

Weryfikujemy hipotezg:

. 2 2
H, : o =0
H : a) o #c’

2 2
b) 6" >0,
¢) o’ <o

Do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke (test):

2
v=*" a3
60

Po obliczeniu realizacji u, tej statystyki dla aktualnie
zaobserwowanej probki wyznaczamy obszar krytyczny dla

zadanego poziomu istotnosci:

a) W:(—oo, —Uu >U<u1 , +©) ,

——a I—a

2
b) W={u,,, +»),
C) W:(—OO, _ul—a>’
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Przyktad. W celu oszacowania doktadnosci pomiaréw

pewnym przyrzadem dokonano 8 pomiarow pewnej wielkosci
1 otrzymano:

18,32, 18,40, 17,91, 18,14, 18,45, 17,86, 18,02,17,79
Zweryfikowa¢ na poziomie istotnosci o = 0,05 hipoteze, ze

wariancja wskazan przyrzadu wynosi 0,06 wobec hipotezy
alternatywnej, ze jest r6zna od 0,06.
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