Estymacja punktowa

Pojecia wstepne
Jedng z form wnioskowania statystycznego jest estymacja,

czyli szacowanie nieznanych warto$ci parametréw rozktadu
pewnej cechy w populacji na podstawie probki.

Niech zmienna losowa X bedzie modelem badanej cechy
populacji generalne;.

Bedziemy dalej zaktada¢, ze ciagg liczbowy x;, x,, ..., x,
jestrealizacja ciagu X, X, , ..., X, , gdzie X, ,i=1,2,...,n,
jest zmienng losowa, ktérej zbiorem mozliwych wartosci sg
warto$ci i-tego sposrod n  wylosowanych elementow.
Zakladamy przy tym, ze zmienne X, , X, , .. , X, sa
niezalezne 1 kazda z nich ma rozktad taki sam, jak rozktad
badanej cechy populacji. Cigg takich zmiennych losowych
bedziemy nazywac n-elementowq probg losowq prostq.
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Ciag liczb x,, x,, ... x, bedziemy nazywac zaobserwowang
probg losowg badz po prostu probkq.
Pojecie estymatora

Niech X, X, , ..., X, bedzie proba prosta z populacji, ktorej
cecha X, traktowana jako obserwowana zmienna losowa, ma
rozktad zalezny od nieznanej warto$ci parametru 0.

Kazda funkcje proby (statystyke)
en = en(Xl 5 X2 9 see o Xn)

ktorej wartos¢ 0,,(x;, x,, ..., x,,) dla aktualnie zaobserwowa-
nej probki x;, x5, ..., x, , przyjmujemy jako oceng (oszaco-
wanie) nieznanej wartoSci parametru 0 nazywamy
estymatorem parametru 0:

0,(x,x5,...,x,) =0

Uwaga. Estymator — jako funkcja zmiennych losowych —
sam jest zmienng losowa. Zmienna ta przyjmuje wartosci:

1 2 k
0,02, .., 0"

Pozadane cechy estymatorow:
1) nieobcigzonos¢ estymatora

Estymator 0, parametru 0 nazywamy nieobcigzonym, jezeli
dla dowolnej licznosci préby n  warto$¢ oczekiwana
estymatora jest rOwna szacowanemu parametrowi 0, czyli

E6, =6.
2) efektywnos¢ estymatora

Estymator 0, parametru O nazywamy najefektywniejszym,
jezeli przy danej licznosci probki n  ma najmniejsza
wariancj¢ D?0,.
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3) zgodnos¢ estymatora
Estymator 0, parametru 0 nazywamy zgodnym, jezeli wraz
ze wzrostem liczno$ci probki  wzrasta  dokladnosé
oszacowania parametru 0.Warunek ten mozemy =zapisaé
nastepujaco

/\ lim P(0, —6/>¢)=0.

>0 n—o

Estymacja wartosci oczekiwanej

Niech zmienna losowa X bedzie modelem badanej cechy
populacji generalnej. Chodzi nam o oszacowanie wartos$ci
oczekiwanej zmiennej losowej X, czyli 0 = EX.

Najczesciej uzywanym estymatorem warto$ci oczekiwanej
jest srednia arytmetyczna z proby:

n
X =’11(X1 +X, +...+Xn):’11 > X,
i=l

gdzie X, , X, , .. , X, jest proba losowa z populacji
generalnej, w ktorej obserwowana jest zmienna losowa X.

Jezeli x,, x,, ... x, jest aktualnie zaobserwowang probka, to
o1
EX ~x, gdzie x=—(x+x, +..4+Xx,)
n

(czyli x jestzaobserwowang warto$cig zmiennej los. X ).
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Twierdzenie. Jezeli cecha X  elementoéw populacji
generalnej ma dowolny rozklad i skonczong wartos¢
oczekiwang EX , to $rednia arytmetyczna X n-elementowe;j
proby z tej populacji jest nieobcigzonym i zgodnym
estymatorem wartosci oczekiwanej. Jezeli X ma rozklad
normalny, to estymator ten jest najefektywniejszy.

Uwaga. W roli estymatora wartoSci oczekiwanej
obserwowanej cechy X populacji generalnej uzywa si¢
réwniez mediany z proby X, , oraz Sredniej arytmetycznej
wartos$ci skrajnych

1

E(Xmin +X

max) *

Estymatory wariancji

Niech estymowanym parametrem obserwowanej zmiennej
losowej X bedzie wariancja, czyli 6 = D’X. NajczeSciej
stosowanymi estymatorami wariancji sg:

1) wariancja z proby

n
s2=1 > (X - X)*
=
gdzie X, , X, , .. , X, jest proba losowa z populacji
generalnej, w ktorej obserwowana jest zmienna losowa X, a
X jest okreslong wczedniej $rednig arytmetyczng tej proby.

Uwaga. Estymator ten jest zgodny, ale nie jest nieobcigzony.
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2) skorygowana wariancja z proby

g 1 & _
S DI

Uwaga. Estymator ten jest zgodny oraz nieobcigzony.

3) jezeli znana jest warto$¢ oczekiwana EX, to mozna

postuzy¢ si¢ nastepujacym estymatorem wariancji:

n

$2=1% (- Ex)
n“

i=l
Uwaga. Estymator ten jest zgodny oraz nieobcigzony,
a dla rozktadu normalnego — najefektywniejszy.

Estymatory odchylenia standardowego c=+D*X mozna
utworzy¢ z powyzszych estymatorow wariancji (przez
pierwiastkowanie). Nie bedg one jednak nieobcigzone.

Estymacja przedziatowa
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Pojecia wstepne

Estymacja przedziatlowa polega na szacowaniu nieznanej
warto$ci parametru 0 rozktadu cechy X w populacji za
pomoca pewnego przedziatu, ktory z zalozonym z gory
prawdopodobienstwem  pokrywa rzeczywista  warto$¢
parametru 0.

Przedziatem ufnosci dla parametru 0 na poziomie ufnosci

I-a (0<a<l) nazywamy przedziat (0, , 0,) spehiajacy

warunki:

¢ jego konce 0, = 0,(X}, X5, ... , X)), 0, = 0,(X}, X5, ... , X))
sg funkcjami proby losowej i nie zalezg od szacowanego
parametru 0,

¢ prawdopodobienstwo pokrycia przez ten przedziat
nieznanej wartosci parametru 0 jest rowne 1- a, tzn.

P(91<9<92)=1—0L.

Liczbe 1-a nazywamy takze wspolczynnikiem ufnosci.
Najczesciej przyjmuje sie 1-a=0,99, 1-a=0,95, 1-a=0,90.

Przedziat liczbowy (g, , g), ktorego konce sa
zaobserwowanymi warto$ciami odpowiednio zmiennych
losowych 0, , 0, dla aktualnie zaobserwowanej probki
X|, X, ..., X, b€dziemy nazywacé realizacjq przedziatu ufnosci
0, , 0, lub zaobserwowanym przedziatem ufnosci. W
konkretnych zagadnieniach praktycznych zawsze mamy do
czynienia z wyznaczeniem realizacji przedziatu ufnosci, a
nie samego przedziatu ufnosci.
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Lewostronnym  przedziatem ufnosci dla parametru 0 ze
wspotczynnikiem ufno$ci 1-o nazywamy przedziat losowy
(0,, +o0), ktory z prawdopodobienstwem 1— o pokrywa
nieznang warto$¢ parametru 0, tj.

PO, <B<+0)=1-a .
Podobnie definiujemy prawostronny przedzial ufnosci (=»,0,)

P(—0<0<0,)=1-0 .

Kwantylem rzedu p zmiennej losowej X typu ciagglego o
dystrybuancie F 1 gestoSci f nazywamy liczbe x,
spetniajaca ktorykolwiek z nastepujacych réwnowaznych
warunkow:

Fxp)=p ., PX<x)=p, [f()dx=p.

Przedziaty ufnosci dla wartosci oczekiwanej
Model 1. Zatozenia:

1) cecha X elementéw populacji generalnej ma rozktad
normalny N(u,o),

2) odchylenie standardowe & jest znane przed pobraniem
probki,
3) n-liczno$¢ probki dowolna.

Twierdzenie. Jezeli X jest $rednia arytmetyczna proby
prostej z badanej populacji, dang réwnoscia

1
X= > X,
=
oraz liczby wu |, , u,_, oznaczajg kwantyle odpowiednio

l—a
rzedu 1_;(1 o%az 1 — o zmiennej losowej U o rozktadzie

normalnym N(0, 1), to przedzialy losowe
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(—oo,X+u1_a\77j 5
n

mozna uwaza¢ odpowiednio jako dwustronny, lewostronny,
prawostronny przedzial ufnosci ze wspdtczynnikiem ufnosci
I—o dla warto$ci oczekiwanej i .

Przyktad 1. Niech X oznacza zuzycie przedzy (w gramach)
na wyprodukowanie jednego metra biezgcego tkaniny
ptaszczowej. Dokonano n = 9 niezaleznych, jednakowo
doktadnych pomiaréw 1 otrzymano nastgpujace wyniki x;:

473,482, 489, 464, 476, 487, 468, 474, 480.

Zaktadajac, ze rozwazana tu cecha X ma rozktad normalny
N(u,8), wyznaczy¢ 95-procentowa (1—a =0,95) realizacje
dwustronnego przedzialu ufnosci dla przecigtnego zuzycia
przedzy na wyprodukowanie jednego metra tkaniny.
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Model II. Zalozenia:

1) cecha X elementéw populacji generalnej ma rozktad
normalny N(u,o),

2) odchylenie standardowe G nie jest znane,

3) n-liczno$¢ probki dowolna.

Twierdzenie. Jezeli X 1 S oznaczaja odpowiednio $rednig
arytmetyczng z proby i1 odchylenie standardowe z proby w
badanej populacji oraz liczby tn—1,1—1a 1 1, 0znaczajg
kwantyle rzedu 1—;(1 oraz 1—a zmiennej losowej T o

rozktadzie T-studenta z  n-1 stopniami swobody, to

przedziaty losowe

n-l,1—a n—1 n-l, 1 n—1 ’

— S
X -t ——_ +
( nll-o [ o OO) ,

— S
—o0, X +t |
( o, n—1,1-a /n_lj

mozna uwaza¢ odpowiednio jako dwustronny, lewostronny,
prawostronny przedzial ufnosci ze wspdiczynnikiem ufnosci
I-a dla warto$ci oczekiwanej n cechy X elementow
populacji generalne;.

2020-12-21



Przyktad 2. Tres¢ jak w przykladzie 1, przy czym nie
zaktadamy znajomosci odchylenia standardowego o.
Wyznaczy¢ realizacje 95-procentowego dwustronnego
przedziatu ufnosci dla przecigtnego zuzycia przedzy na
wyprodukowanie jednego metra tkaniny.

Model II1. Zalozenia:

1) cecha X elementoéw populacji generalnej ma dowolny
rozktad,

2) odchylenie standardowe o cechy X nie jest znane,
3) n-licznos¢ probki duza (n > 30).

Przedzialy ufnosci (tak, jak w modelu I — w miejsce
podstawiamy S lub §):
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Przedziaty ufnosci dla odchylenia standardowego
Model I. Zalozenia:

1) cecha X elementdéw populacji generalnej ma rozktad
normalny N(u,o),

2) warto$¢ oczekiwana p 1 odchylenie standardowe o nie
s znane,

3) n-liczno$¢ probki dowolna.

Przedzialy ufnosci

nS? nS?
0 9 > R B + 00 ,
Xn—1 , O Xn-1 , 1—a

x,% ' kwantyl rzedu p zmiennej losowej o rozktadzie
chi-kwadrat z & stopniami swobody (jego warto$¢
odczytujemy z tablic).

Przyktad 3. Tres¢ jak w przykladzie 1, przy czym nie
zakladamy znajomosci odchylenia standardowego G.
Wyznaczy¢ realizacje  90-procentowego dwustronnego
przedziatu ufnosci dla odchylenia standardowego.
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Model II. Zalozenia:

1) cecha X elementoéw populacji generalnej ma rozktad
normalny lub zblizony do normalnego,

2) warto$¢ oczekiwana p 1 odchylenie standardowe o nie
s znane,

3) n-liczno$¢ probki duza (n > 30).

Przedzialy ufnosci:

S S
u u
1+ l—Ea’l_l—Ea >
\2n \2n
1 - 1-a > 1+1—(x
2n \2n

U, —kwantyl rzedu p standaryzowanego rozkladu
normalnego

2020-12-21

12



Przyktad 4. W celu oszacowania czasu przebywania na
zwolnieniach pracownikow pewnego zaktadu wybrano
losowo grupe 100 pracownikow 1 zanotowano liczby dni
opuszczonych z powodu choroby w ciggu catego roku.
Otrzymano nastepujace wyniki:

Liczba opuszczonych dni Liczba pracownikéw

0-4 13
4-8 37
8-12 22
12-16 17
16-20
20-24 2
24-28 1

Na podstawie wynikéw tego badania znalez¢ 95% realizacje
przedziatu ufnosci dla $redniego czasu niezdolnos$ci do pracy
wszystkich pracownikéw tego zaktadu.
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